Application of weighted residual methods to dynamic economic models by Ellen R. McGrattan
 	 
  
    
	  
	 
   
 	 	  
   
 	 
  
 !   "  # $	   % &# #    #
 &  " '( )(   # *	+ ,#
,  - .   +#        !
	/ 0      #   +    
	 
      	 ++ "   1#  #   # 1#   2
  !++( /   #  +    # 
  	# #  3 
4 1# , + ( /  	
+ #   #   # +  #  ,
 ( , / / /  + /$ #  3    
+  "
,    /$ # (  0 #   #
1#      "  /  	
 , + (
 " #  + ! 5   " #   "6
 " #  "  0 # ! 5  # "+ $
 #   1#  7   	$  ,  /(  /$ $
  #    7
! 3    " 	/   /    /$
#  8  3  (  3   	$  #
1#   #"	        $ #"
 	 !   #"	 "#     3$ /2
+  #"       $2 +  
   !  0    $  $  $"
0 &  +   " ( $2 # 
" # / ( / / 
+ + $      #    /$ #
 3   "+ /+  0 ,  /    1#
"#  5  " # +   +  1#  
"( ,  / #$ 0 /#  # ,  +  
   $/     $/  ' /  
  ,  $/  0(  5  " # +
 +  1# #+(   1#  0"+
  +  	   3  
  	 
! "   3  9       3  # 1# :;<= (
/  9         #  &  0( ,   
    + 	"    32    07
" + $    3  0 :>; ? /  
 32 	    <@   			 A  8$ # 
#     3  "  / #( 










:;(  <= 			 ++  #  0  "
# #  + : 0( 
:;< (
  :  ;<  ;( $
+ : 0( C"+	 +;(  /  #
, $# ( , +  3 3	 +     C"+	 +(
/   #    " #  	
	
  3 
@A   $	 #	+  /9 :;< ( :  ;< (  
 :  ;<  :; :; <  D 			
:( #	+(  :;<   :  ;; !  ?   ++ $	 "+
@A ,     @A(  ,  # 
:;<   ::  ;:  ;  ;
  <  			 
:;<= 
   	
       	  
    
 






 /   
/$ # :;< 

 ("    #  

  :  ;  :  ;  :  ;  <=     < *    $
$ +  +       +  +
" "   $ $  $ (   5#  $#   !  #  (
 0  + 	 / ,   8 $ +(
/	(   + $#   "# +  $   
, $# ( , + " #   " #  #  / 




   
   
     
         @ A
 
    @ A
= /
:;
,         	          (< 			 1#+  !(  , /
   #   $ $      ' +( "#
1#+  " '  ,  #    $ , $ /
 #  2( ,    + 
,  3     	
   # 1# 	#   0
# 9
:>;<: 
:  > ;;	
,/           :>;    7    8$ #  $
 #   7   /$ $  ! ( ,    


:;:>; <=  < 			
/ :;(  < 			 	 	
E        :  ;  
 :  ;  "        
# &	+(  /$ $  " /


:;:>; <=  :;
/ :;<

    :  ;  :; #   + 7 /$ (  < 			
!(   $ :>;  7     ?(     /$
$    7
,   3   /$ # ( (  /+  $
 5 			 
  	9 :;<:>; !   /$  " 	 "+ #2







9 :;< :   ;( /      # !  





	9 :>;<= (< 			 ,  " #    
  $ + /   $	      





 :  ; ,  (    /$ #     
" # #    !#(       # 
" $     " # & $   " #  
     #(  1# :;   0 #( $	
 #$   # !     	 "+   
 ## #  7    $  	+ "     
#
! # /$ # ( ,  /   "  / 
5 (  < 			  :; +   +  1# : (  < (
/        ; F , 	    "( ,  +
    $/  : &+$    %( 
# 
  (  C( .    %   0;
D  	  	
C  /$ 32 "9 3  #  :;B :  ;<= (/   
 : = ;<  @= G A ! #   "  :;<:; *$ 
   ( , 	
:;:;< :  ;B :  ;<= 	 :D;
,  ( ,  	#   " # :
;  /$ # :;
 #  /$ #  "   
  #  ,  /  +9 (  < 			 ! 
0  :; $  	  " +





E  , 	  
:; <     +  "#+    <= ,
3  5 (  < 			 "+ +$  /$ #  /  
 "   /$ ,  ( , / 	   +  1#  (
 < 
  	 ,  (  "   3   7  $ 
 1# # ! #  " # "+ #"#$ 1# :H;  1#






:>; <=  < 			





















  B 
















































 $+( ,  #   
:>;<:  B;B 
























  #     (  		 /     $	 "+  B
!#(  +  1#  " 	  #  5    









(  #+(  <  /
 <  B B  BG 











G G  
  D  G  : B ;
G  



























), $# ( ,   0 #    <    0 # :;
, ,  #  < H(   /  /# " 	#+ $#"
 
 ,  (  "   3     #  1#  =
    @= G A9 			  #     	+   @=)A  





D H H D



















 $+( ,  	  <  / : B; 3 "	 	#    



























, $# D( ,   0 #    0 # , ,   <H (
 /   + $#" I/	(   < (  0  
 $    1# 0 , / /    0 /  	
 3    
 	 ,  (  "   3 			   +
  

:>; <=  < 				 :);



































E  , 	 /  1#     <  , , #  $ 
































/ ( ( (   3 "	 , $# H( ,   0 # 
  0 # ! #     " /   1#
 &$(  ,   < H(   0  0 #  	#+
$#"
, 0 ( , #   " #      +(
			  & ,    ( # "   /    "
/     0$ # : ( ; $ $ # 
 , #    $ + , #( # , #  C"+	
+   $# 





:G   ; :;
/     C"+	 + 3  @A  
:;<:G   ;
   "     #        3    @ = G  A E  "#  +  3
 @A( ,    @= G A       @   A "+ #$   G 
, , +    (  ,     (  < 			
/  	#  # 1# :>; & "       
   C"+	 +   # #(  #
  $     /+   #  "   7  
       : -   );
  
  	 	   	      !  "    !
		   	 #  $  
	  	  !	
 	
	 	




 	 $  	  &'    	   &'   
( $   "    )! 	   	     


#   <  G <) ,        (,                       "   
   + :G   ; < D:
  ;  :
  ; ! ( ( 




	D 	= 	 
D 	 = 	 =  D 	 =



















! #  :;  #"#  :; , $# )( ,   0 $
/  #  0 "   0 # E   0
#$ $ +     0 #      
, 0   ( , # +      0
# ! +  7        E0 , / /
/ " #   7  +  $     !  
#$    / " / # : 0( / (
/ 1#; ,  $+  # +( , / " +$  	
	 	

!  "  3     " #      
( # /2 +  $ $  0   # (  
    0 $  $  $ $" 0 , (
     3     /    /$ #
 !#(  +  3  ( , 3 	    
	$ #" F    #"( , #   0
  #    "  :D;( ?  2(  ( 	
 ?  $ # /  ( +( @ 			 A        # "      	  






 	 ! 







  ! 		      	 	
 		" 	 
  
	    ,   	    
	 	 -  -	 	

  ! 		   	 		" 	  	   
	    ,
 	 		 
	 	 - &
 $	 	 . $ 	
  /
		 ! $	    %	 	 
"	
#(  0(  , /      /  #> 
( 	  ( , #   0      B  #
  , /  #   " ##   /  ? I/ /# ,
# " # 
:;    ,  /       :;K
!  3            $ 
      3  ( 
       #  3  $+     
#1#+ 3     + "$ #  0  # #
	    ,  #$      	 @ A( /
 '  #(  /     '    3  $+
& + /     #1#+ 3   # !(  
  2  /  "   /    
!    #$  " #   #   #
5  1#   0 #     &#  
#"$      #      	 @ A9 
3   @ A(     @ A(    &#   
0 #   ( 
 :>;( 3 
 :;<  
 :;<  
,  /( #   # 5   #  
 ! 0     ( 
 (   #1#+ $	 "+

 :>;< 
 :  ;B  
:;  @    A
/  " #  $	 "+ 1# :;  /  $#   
           "#(   
" # $#   0  ##   E
  +  # :( ( + ## /  ;  " 
 /  " # $	  :;
	   /
		 			 !




=,  0 "/( , / #  +   3  0
  #     2 0( , / #   1#
" #   /2 0( , / # $#+  
/   1# " # 0  $   $2
 +  	+ $/ :(  0( I#$ %;







:;(  < 			 $	 "+ :; !   "#+  :=>;< (,
      I , +     !(  /$ #
 $	 "+  " 
:;(  < 			
 	  #      /   =( ( ( 













 :;B : B ;    @=A
 :  
;B :






 ;    @)A
:=;
, , #"#  # :=;   /$ $ :; / :;<
 :  ;(  ,




































































































    H  )=
=    )H  




























E  ,     3 1# "# , 	     <    






   )H  





















/  1#   #/ , $# %( ,   3  02
   0 # 
+ #(  0 #  / 
&     0 '( / 3	 $  (   5#  $#
 0   0 # / +  
 0   	 #	 	 ! 	  	 1  	   
 

      
 		 
    	 	   !	
 	
	   
  
   -       	 
    	  
	 	
     	 	  !	
 	
	   2		
 	
	 
    #	  
	  % #	 	 
   	  
#   #     (
	    +  1#    " 3 $+ !  
 / /  	 	  #  #    C 
/$   &#    $ (       =( 
       ! #  0     ( ,












/ G    @=(A , ,    $	 "+ @ A    ( 
  "/  
	
 		 G    
	
 		  :/ 
/ "/   ; $  	  " +G < 
J
































































































































8  0  :(;  : B B ;(  $    0
#+$   :;   #  / #"  0( $  :(; 
# "+ #$ :;  :;( :(;  # "+ #$ :;  :;(
   &$( ,   3 1#  	   +   <  1 #      
   #     /   
C $    /  <  : ( 0 ; ! 3  
@=(A( /  $ >     @(A( /  $ >   








  )H  )








#"#$ ( (    1# :; / :;   :; 
:;   :; +  0  :;
8  	  :;    + ,  	$   ! 0 
/ " 	  
( "#   +  7 ,  < =(  HM   0
  7 ,  < ==( M   0   7 !++( 
 0  3   0 / 	+ / 7  I/	( / 
 	  /   ,  +    	$   #"
 $   7  ,  0 "	(   0   <  
$ ( (   ##    /  # 1#
$  	$   +
&#$  # 0    	   #"  #/
( (  " 	 /# $   1# 	( " #
  "  C( .(    :%; 1# 	$ +  
  H(=== 1# , # (  +    :2
; 0 	 # "  # ,  0( C( .( 
  :%; 	  	  D(==
D(== 0  / =DM   
D 7 &   0 "	(     7   
0  #   +  1#  0"+   :); "
 	+    	$ $  +  1#
, 0 ( , #   0 #      
# !  / " /+  	  09   #"
        + 0    ,
0   0 / 1# " # ,  (  +
   9          !   
    3  $+    :/      
   "; !      #1#+     
+>  (    $     0 #  
   B  B     ! / N0"+( ,   + #
            I/	( "# , / 
	 $   #( , # #  #  # 
  1#  6#  ,       0 " C 
/$   &#    $ J   G  "   
  ( /      
!   G  <    
 (/      $"
 J+( #       G  <= (G < (  G <  (
/ = ! !
&    ( ,  /  0       "2
  " #  	  +  +  1#      


















(   
:  ;< 
!  


























  G 








E    +     	  #  0  #
 + #  , #  #      ,  0
"/( , /   5 
              
 	 
  J  0 # " / 1# &#  






































































































































)$  :(;   #  :;  :;( $  :H(H; 
 #  :;  :;(    ! +  1#  " 	 
			    < ( /    #$ :B; 1#   + 
:H; :   3 1#  ( "# ,    < ; &$( 
 	   +  1#  " 	   ,  0(  0
 " 	   
  ! #"  7       D ,  < = (
 =M       7 ,  < ==(  M      
7
E    0 "/  4   
4 ! 
   
#/ 5   (  <  ( /    #/ 5
  (  < 			B , , "  #	+(   < 





(  < 
 < 
(     
,  <          0 ( +( @=(A( @(A(  @()A(








)  = = = =
  D %= =
=  )  D = =
=  ) = ) 
===  D D )
















































E  , 	 #      + "+ =  	 /$  
 , $# ( ,   0 # :   O1# "P;
$ /  0 #   0 # /  " #
#  0  E   3  " / 1# # I/	( 
 0(  #"  #/ #"
, $(  3  0 # +    $#2
 	$      #"     ! 0
# # " ##  " 	   ' /   
%"+ #      # 1#  7 ! +
#    0 #    # " (  
0 # " ##   "#
&#$  3   '  ,    0   D '  "
	/     /$ # (    ##  #   " 
  $ , (       ( # / 
3  (    "  /$ #  "+ !
 /+  3     /$ #   ++
 +  0" :(  0( + ;
,  0 / ( , + /$ #  3   
 "   *#+(  "   	  #
  # 1#     #/ 	  I/	(  , / /(
   # / $ 		 	$  + $  + 
1#
!  	 " 















  #   &( $
       &( #:;   #+
#( %:;   # #(  "!   # 	   #
1#(  # 1#  $	 "+
:;:$;<"
# :  : %: $ ; : $ ;;;
#::$;;
%:%:$;  :$;;  <= 
  	 34   

 
	   ! 
!
  	
 	  	, 	
  "#+   $	 "+ :=; < = ,  ( , /  # 
0 :$>;   # #   :;     0       + 1 #   
7   $
  J #:;<  :  ;  % : $ ;<'$ ,  (  # 1# 
:;:$;<




! #  #    
:$;<: " ;'$	
#  , /  "  0 #   
:$>;< $B $ B			B $
















! + /$ # ( , 	  # $   
  

:$;:$>;$  < 			 :%;
/ G $   # "#          #  
  #  (      # $ , , +  #
1## :/  ++ ;(  1# :%;   "+


:$;:$>; < 			 :;
/        $  $    :   
-   )   1## #     / +  	;
!  	   #      $      # "$ $ ::$;:$>; 
 ; ,  /(  , /  "#  $ : 0( = 
G $;   #"  1## ( ,   #  4  $4   
1## " $   3 1## # : 0( J$(
C"+	( I; #( 4  $4 / ( "#  #     /
     / 1## #  #
!  3           	    +      1 #       :   ; ,        (   +     
 ! "   3  #  (:;<= (/    (   
  &+$ E/4   (:; < =  $ 










(:; <  			
/   $# (/       	  #/ 5    
E   , ( , 	  1#  "   /$ 9 3  #
  < (/      Q" 0 ( 	#       #
( (:;
   /$ #  "/( #    <= 	 H( " <= 	 )(
' <  :  ";(  G $ <      (  +2    1# 
 &#    1## #  J$ / = 1## " #





			=(  			       = J$ + # #	+
 /9 :;< ( :  ;< (:;<:  ;:;:;:;  < 			=
 G $ < (       $  $	 "+ $ <  B ()< 			=
  	 ! +     1#( ,  :$;<:$>;(
   	
 !  	    /	 #
   ,  	 
 	  
 &      		  
	
 	  %  -
, 5/6	
 #
    		   	
 5/)! #

   		  

       
%	
 	 



















) < 			(  R $<'$ B

 $,   $ #   (,          0        #     
 < H $ /  0 #   		   # #  3 
$ < =  	+   $ 	#  $( , #   +  +
	  #     ,    #     $
   ( +( @
 
A !   $ Q# :; # / 	#$
/$ #     $/   " 0(
, #   < H E  #$  0  @
 
A  	+   
# #(  0 #  	+  '  
 
 ! +   ( ,  :$;< : $$  ;( / $(
 < 			    @=(G $A , $# =( ,  / 09 
/ 3	 	+    "/ =     / 3	 	+
   "/ 
  
 ! "  3$ # / 
$ " #   ( /  /+ , 	  $    "/
= 	 (  0  @=(A   	+ # ,    , 
"   " #        	
/  1# F @
 
A( , 3   0   1#  $  
  1#( "#        0 # I $(  3 
$ "#  0 #  	+   @
 
A
 	 ! +    ( ,  :$;<$ (< 			,   $ #    (
,  0 #  @=(A  @
 
A $ /  0 # ! #
     #    1# 

    #  ,        #        +        (/           $  (< 			
"       $ $(     #    $







:$;<   ::$  $;:G $  $;  ;( $   / "#    ( 
:;     C"+	 + 3  1# :;
   ,  ( #  #:;<    :*;  %: $ ;<'$B:;$J  
*<H ( <= 	 H(  <= 	 =H( " <= 	 (  ' <: " :;;: "; :   +2
  1#  ; J      :; /  < = , $# ( ,  
0 #  $ <= 	 =( G $ <:      /    1 #    ; (  $<= 	 ( G $ < 	 
: /  ; $ /  0 # !     
"+ 1#     1## "
,    $#    +     $ 0
 @==(A !  "# ,  +$  0  	+     #
  	+ N    # #$   " # 8 ,  
  @=(A(    $3 	   0 	  $
    ! 0  	#+ $#"   0 #
,   $   (  #   	 + $ $
# (   #$ C"+	 +( , +    
/ /  " #      3  
 !&   #     # :  ;( %:;(   7      0
) J  <= (  < (   <   B= 	 ==H0:=	H%D:  ;; !  
   =  / $   0+ !#(  / "
 7   ,	  	   !	
 	
	          	 
8  $    
%	 	   &'  
%	




   !   
	 * $    	
     %	 	 ,	    	! 
	 ;    	 ,	 
!	  	!  	  -
& 		

    $( /  #   $ :3   ; $
! #  /$ $( , #  J$ 1## # / / 1##
   F    $ (  J$ 1## # / /
1##    /$ /$  "  :;9  < ( ) < (
 $ < $ B= 	 ( $ < $ B= 	 %(/    $   3    
, $# ( ,   3  0 $ /  0 #

#  3     /    /$ # (
  "  $   # 0 	   @=(A  ' , 
 #$   " #   	+  $   	+ N $  
# #
! "  0  $# (   #    	
  =
= 0 ,  0( )   ==   7(   ##  
0  " $ &  #"  #/ " $(  " 0	
(   ( "  	  0 /# #$ 	 # 
0     0  " $ :  );
#  $ " 
# (     $/ ( , /  #  2
 #    $/   /     
     !  $/  #  ##  
&  "    # # 
   # 	 
!     2
#S	$   #  "       #
















 &   
 	  
  
   ! 	
 =5	
>   
 	  %	 	 
  
   !
/ $
      &  $  / ! 07  1# :=; 
 #"6   "+ 

 B $




 = ! !  =  :;
 $	+  
  =( $





  !,!  :;
/ -
   + #( + "#  	" /  7
 	 . 
# -  + "#(    	   #
! $+       	# "/ =  3+ F  #(
,  +  # "#  3+ ,( ,   +  $ #
"# : /  ""+  "	$  $ 	#  ;    2
  	"  / /  "# 	 J / < ::';;( /  3
 @A ! ,  / 1# :;  /9
/












#       ##  	#( ,   	  /2






&    " #   #     $$ 			$  
//			/  &	+( ,  #  #     /  
$ + ,  ( /	(  #"  #/    #
1#+( +   $ #"  +    0 #
 " $  / 	#    
DF /+    " "   #     + 




 : 0( " $/$$//
  $/$/$/$/$/$/; *$     + 2
/   0 $2 # "#   #"  #/ 52
 & /+    " "   +  3  
&  0 /(  +  1#  " 	   #/ 5
  ++ 	+  !(  "$ "( ,     # $ 
  +  (  ,  + $  	$  + 
1#
C    3      $/ 





















0  <=  :;
/
R $ < $#
: B /;:  /;B: ; $ : $/>;




:=/>;<= (0 "# + /  7  	 S(   
     ? < @=G $A
@A , , +   #2I 1## # /

















/ R / <    : , 
:/;B

 .0;  0  (  ()< 			    " 




 &   	   	 	
 	 
 	  
 
 ,
H!    +$  3     	 #  
  	$ #"   ,  "(   
/2  $#9 ? < @=G $A
@A & "    
( (   $ #  , 	     $#
#" /   	   / "  $  ?( +( @$$ A

 @// A( / $    $        /    $
   $+ 
,  / +  0 	  $# 9  




#   # #/( , 1#   / #  , ,  
#       $(  ,  #1#+ 3  $+  
  #  	#   #   #    /   
1# :D; ! (    2 ( ,  /  0






: $/;(  < 			D( /  " #  #
 

       7        

 , $	 #   " #(   	  3  
$  $"  :$/;    :23; 3   
 !    	(       30   2
( /    ?       !#( ,  2
# " #  "# #     C # 2:$;  
3 : / ;    +  @$$ A 
 @// A    1 #   @   A 
 @A> 
( 2:$;<:  $$ $  ;:$  $;  3 : / ;<:  // /  ;:/  /; &2
#   #       :;( :;( :;(  :;
 2,		  		/	 	  # 

	  !  	   	 /
	 !  	 			 !   	  
 
	











: 23;/    
< 


























:  2;: B 3;

	 :H;
!    # 0( ,    #"   /
$  " #  # $2 + C(  0(
1# #  /  F  /+  #  #  
  #  2 1# + & #1#   5 
 + 1#   "   ( (   #
,  (  0     @A 




































2: 2;:  3;
 B: 2 ;:  3;
	 :);
 "J   *< (<= ("<= 	 H(   <= 	 ( , <= 	 H(  . <= 	  &#
    /  $	 "+ @=	( =	( =( =A    
 $  $	 "+ @=( ===( ==)( ==( =%( =%D( HA ,   #"  1##
     (  (    $ /   
      $ /    $+  
$ 	 0( ,   #"  1## ( ( 1#  =
, $# D( ,   0 /  # : /  1#;
$ /  0 # 	 #$   +  (    
$#  /
% # #  , #   7   0 ( "# 
  " #( , #  1# #  1# :); , $# D( 
#   /   E   3 / 1# "  $+ "
  /  " ' /	(    /  0 
	+ #(    #   	
% &		
+     /     /  /$ #
   /  +  	+ +   , 	 /  
 #    	  +  1#(  < (  '   
"    	    "   & /  $(
 # "  / $  /$ #  , #(  
 " # # "     0 #     /$
# # "    /$ $ , 	 #   /+ #
"  /$ #
, 	  $#   $   +  " # #
  #  #( #  +(   7  
     ( /	( # " #   1# 
7       7  +  / #"	    
   1#   ( " +  " # $ 	+
# # 	 /   #"  "   0
!  "  "	#  $2  $+  "
,  (  3    	$ 8  (  +
 1#   	   #/ 5    "#   
 /  $  	+ # 1#  " / +  	"(
  ++ + 5  # ,	   $(  0 +
 " " 8  3  ( /	(      ##
 ++ " 0 8  (   #  #  
$      "   ( #   $/ 0
    D(   "  #  0   $  
    ( , 	 #   3   + " "




&+$(        % ! # 1#+  " 	

	 	 		(          $ 

#(  &       !   /  
 			 
   !C   "    $  9 , !-     
C( TT( - .(      % ! 	+  9 &
1#	 	$   U=D(  	 
  2

I#$( ! Q % " # 
 	$ % &  '
# 
 
 $/ C9 -2I
Q#( .  -6   	$ $$$ $/ ( 	

	 		 "	 H:;9 D=2H
 (  ) 	$    /  /   
 	
 	 		 '  		
 =9 2D
-( 8I( 
- +( & !#+(  8! T$ ) 
 $
"  	 ( 	 C"$9 C"$ *	+ -
    + (Q  E      		 	  ( 
 	E  /V    9     / 2 I    
( V# ) ) 	 	 & % &
      9- 8  
$( ! Q % ' 			 "	 C"$9 I	 *	2
+ -
!+( Q 
  I *$ = 	$   $/ 9
&   	 #  	
 	   		
& 9 2%






































































































Five Piecewise Linear Basis Functions





















































Least-squares Approximation to First-order


































































































































































Two Collocation Approximations to First-order





















































Finite Element Approximation to First-order






















































Two Finite Element Approximations to First-order

























































Two Least-squares Approximations for the

























































Two Collocation Approximations for the

























































Two Galerkin Approximations for the




















































Two Galerkin Approximations with Chebyshev



















































Finite Element Approximation for the Deterministic





















































18 Element, Linear Bases
18 Element, Quadratic Bases
FIGURE 14
Two Finite Element Approximations for the Stochastic
Growth Model